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矩阵的初等变换
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主要内容

1 消元法

2 矩阵的初等变换
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矩阵的初等变换

先回顾消元法解线性方程组.

例子
2x1 − x2 − x3 + x4 = 2 1⃝
x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 2⃝

4x1 − 6x2 + 2x3 − 2x4 = 4 3⃝
3x1 + 6x2 − 9x3 + 7x4 = 9 4⃝

解.

3⃝/2−→
1⃝↔ 2⃝


x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 1⃝
2x1 − x2 − x3 + x4 = 2 2⃝

2x1 − 3x2 + x3 − x4 = 2 3⃝
3x1 + 6x2 − 9x3 + 7x4 = 9 4⃝
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2⃝−2 1⃝−→
3⃝−2 1⃝
4⃝−3 1⃝


x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 1⃝
−3x2 + 3x3 − x4 = −6 2⃝

−5x2 + 5x3 − 3x4 = −6 3⃝
3x2 − 3x3 + 4x4 = −3 4⃝

2⃝×−1
3−→

3⃝+5 2⃝
4⃝−3 2⃝



x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 1⃝

x2 − x3 +
1
3

x4 = 2 2⃝

−4
3

x4 = 4 3⃝

3x4 = −9 4⃝
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3⃝×−3
4−→

4⃝× 1
3



x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 1⃝

x2 − x3 +
1
3

x4 = 2 2⃝

x4 = −3 3⃝
x4 = −3 4⃝

4⃝− 3⃝−→



x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4 1⃝

x2 − x3 +
1
3

x4 = 2 2⃝

x4 = −3 3⃝
0 = 0 4⃝
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解得


x1 = 7 − 2x2 + 2x3 = 4 + x3 1⃝

x2 = x3 + 3 2⃝
x4 = −3 3⃝

其中 x3 可取任意实数.

则

x =


x1
x2
x3
x4

 =


4
3
0
−3

+ c


1
1
1
0

 , c ∈ R.
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总结

操作:

1 i⃝ ↔ j⃝

2 k i⃝

3 i⃝+ k j⃝

三个操作均可逆,不改变方程组的解:

1 的逆: i⃝ ↔ j⃝

2 的逆: i⃝÷ k

3 的逆: i⃝− k j⃝.

注意到，三个操作只改变了系数矩阵和常数矩阵，并不改变未知数矩
阵.
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总结

操作:

1 i⃝ ↔ j⃝

2 k i⃝

3 i⃝+ k j⃝

三个操作均可逆,不改变方程组的解:

1 的逆: i⃝ ↔ j⃝

2 的逆: i⃝÷ k

3 的逆: i⃝− k j⃝.

注意到，三个操作只改变了系数矩阵和常数矩阵，并不改变未知数矩
阵.
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增广矩阵

定义

上述方程组的增广矩阵是指

B =
(
A b

)
=


2 −1 −1 1 2
1 1 −2 1 4
4 −6 2 −2 4
3 6 −9 7 9

 .

增广矩阵将会为讨论问题带来便利.
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初等行 (列)变换

上述三个对方程组的操作对应于以下矩阵的操作.

定义

矩阵的初等行变换是指以下操作:

1 对换两行,记作 ri ↔ rj (r=row);

2 数乘某行,记作 ri × k , k ̸= 0;

3 将一行的倍数加到另一行,记作 ri + krj .

类似定义初等列变换,以 c代表列. 它们统称为初等变换.

初等行 (列)变换均可逆.
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定义

1 若矩阵 A经过有限次初等行变换后可变成 B,称 A与 B 行等价,
记作 A

r
∼ B

2 若矩阵 A经过有限次初等列变换后可变成 B,称 A与 B 列等价,
记作 A

c
∼ B;

3 若矩阵 A经过有限次初等变换后可变成 B,称 A与 B 等价,记作
A∼B;

(行/列)等价关系的性质:

1 (反射性) A ∼ A;

2 (对称性)若 A ∼ B,则 B ∼ A;

3 (传递性)若 A ∼ B 且 B ∼ C,则 A ∼ C.
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前述对方程的操作对应于增广矩阵的操作:

B r1↔r2−→
r3÷2


1 1 −2 1 4
2 −1 −1 1 2
2 −3 1 −1 2
3 6 −9 7 9


r3−2r1
r4−3r1−−−−→
r2−2r1


 r3+5r2

r4−3r2−−−−−→
r2÷(−3)




r4÷3−−−−→
r3÷−4

3


 −−−→

r4−r3


1 1 −2 1 4

1 −1 1
3 2
1 −3

0

 .
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定义

a 非零元矩阵若满足

1 非零行在零行的上面,
2 非零行的首非零元所在列在上一行 (若存在的话)的首非零元
所在列的右边，

则称此矩阵为行阶梯形矩阵.

b 若进一步，该矩阵满足

1 非零行的首非零元为 1,
2 首非零元所在的列的其它元均为 0,

则称其为行最简形矩阵.
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例子


1 1 −2 1 4

1 −1 1
3 2
1 −3

0

 行阶梯形矩阵

r1−r2−−−→


1 0 −1 2

3 2
1 −1 1

3 2
1 −3

0


r2−

1
3 r3−−−−→

r1−
2
3 r3


1 0 −1 0 4

1 −1 0 3
1 −3

0

 行最简形
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若对矩阵进一步作初等列变换，则可以得到更简单的矩阵:

c5−4c1−−−−→
c3+c1


1 0 0 0 0

1 −1 0 3
1 −3

0

 c5−3c2−−−−→
c3+c2


1 0 0 0 0

1 0 0 0
1 −3

0


c5+3c4−−−−→


1 0 0 0 0

1 0 0 0
1 0

0

 c3↔c4−−−−→


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0


特点: 左上角为某阶的单位阵，其余项为 0.
称为原矩阵的标准形.它是与原矩阵等价的矩阵中形式最简单的矩阵.
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